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12．真空中の電磁波

1

真空中のマクスウェル方程式を Eと Hで書き下

すと，

(12–1)

(12–2)

(12–3)

(12–4)

となる。式(12–1)と(12–2)から分かるように，電場

の時間発展は磁場の空間的な状態で決まり，磁場の

時間変化は電場の空間的な状態で決まる。これらの 2

式から Hを消去して，Eの満たす方程式を導く。そ

れが波動方程式になる，というのが目論見である。

この際，式の数は減るので，得られる波動方程式は

マクスウェル方程式全体を満足するための必要条件

である。十分条件ではないことには留意しておかな

ければならない。

まず，式(12–2)の両辺の rotをとり，座標による偏微

分と時間による偏微分の順序を変えると，

(12–5)

となる。この式の右辺の rotHに式(12–1)を代入すると，

(12–6)

を得る。ここで，ベクトル解析の一般的な公式（証明

はすぐ後で説明する）：

(12–7)

と，式(12–3)を用いると，

(12–8)

が導かれる。すなわち，波動方程式が得られた。

ベクトル解析の表記に慣れている人にはこれで十分

かとは思うが，慣れていない人のために，式(12–7)の証

明と，ベクトル場に作用するラプラシアン§2（通常の

ラプラシアン§2はスカラー場に作用する）について，

成分表示で説明を加えておく。定義により，

(12–9)

であるが，これに再度 rotを作用させると，
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14．荷電粒子と光の相互作用

10

光を利用する装置にはミラーやレンズ，プリズム，

フィルター等が使われる。すなわち，光をコントロー

ルするために種々の物質が使われる。したがって，物

質中での光の振舞いを知ることは重要である。ガラス

も樹脂も電気的には中性に見える。しかし，電磁場と

相互作用する以上，物質を構成する粒子の荷電粒子と

しての性質が，物質のマクロな光学的な特性を規定し

ている。そこで，できるだけ単純なモデルで，物質と

光の関わり方を考えてみたい。

図 14–1に示すように，質量mで電荷 qの荷電粒子が，
バネ定数 kのバネで拘束され，速度に比例する抵抗力も
受けるとする。光からは，その電場によって qEなる力
を受けるものとする。

電場方向の変位を yとすると，運動方程式は

(14–1)

となる。ここで，抵抗力と速度の比を kとした。

式(14–1)で特徴づけられる系は線形時不変なので，

インパルスレスポンスを求めてみる。インパルスレス

ポンスの定義にしたがい，入力 E(t)がデルタ関数 d(t)
であるときの解として出力 y(t)を求める。インパルス
以前に応答はないので，t<0では y(t)=0である。ま

た，0< tでは式(14–1)の右辺が 0なので，インパルス

レスポンスは

(14–2)

の解である。式(14–2)は，y=exp(gt)の形の解を仮定す
ると容易に解を求められる。すなわち，式(14–2)に

y=exp(gt)を代入すると，

(14–3)

となる。したがって 2次方程式

(14–4)

の 2根を g1, g2 とすると，y1=exp(g1t) ，y2=exp(g2t)
が解となり，それらの線形結合として一般解

(14–5)

が求まる。式(14–4)の解が重根となる場合は，

(14–6)

が一般解となる。

インパルスレスポンス関数を求めるには，c1，c2の

値を決めなければならない。そのため，式(14–1)で

E(t)=d(t)とおき，tについて 0を挟んだ微小領域につ

いて積分すると，

y(t)=(c1t + c2)exp(g1t)

y(t)=c1exp(g1t)  +  c2exp(g2t)

mg2 +  kg  +  k=0

(mg2 + kg + k)exp(gt)=0

d2y
dt2

dy
dt

m ___  + k ___  + ky=0

d2y
dt2

dy
dt

m ___  + k ___  + ky=qE(t)

m

k

qE (t) 

図 14–1 バネで拘束された荷電粒子のモデル
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17．誘電体

24

誘電体の構成粒子は電場が印加されると分極する。

分極とは，構成粒子の中の正電荷を持つ部分と，負電

荷を持つ部分との相対位置がずれることである。構成

粒子が分極するミクロな機構の特性と，物質のマクロ

な特性を特徴付ける誘電率 eとの関係を，単純な古典力

学的モデルで考え，Lorentz–Lorenzの式などを導く。

誘電体の構成粒子のモデルを図 17-1に示す。正電荷

とその周りに拘束された電子からなる等方的なモデル

で考える。電場が印加されていないときは，図の(a)の

ように，中心部にある重い正電荷の粒子の周りを電子

雲が取り巻いている。電場 E 'が印加されると，図の(b)
のように，重い正電荷はほとんど動かないが，軽い電

子は容易に移動して変位 rが生ずる。

電子の変位 rに対する運動方程式は

(17–1)

となる。ただし，mは電子の質量，kは拘束力のバネ定
数，また，電子には速度に比例する抵抗力が働くとし

て，その比例係数を kとした。このとき，この物質粒子

に誘起される双極子モーメントは p=-erとなるので，

式(17–1)から pの満たす微分方程式を導くと，

(17–2)

となる。ここで，pを E 'に対する応答と見たときの周波
数応答関数は，時間発展を表す因子を exp(-iwt)として
求められる。すなわち，

(17–3)

(17–4)

と置くと，式(17–2)から，

(17–5)

となり，周波数応答関数a(w)は

(17–6)

となる。これが一粒子の分極率である。ここで，もし

抵抗力がない(k=0)とすると，w2=k/mのときに |a|→ ∞
となる。この周波数は共鳴周波数と呼ばれる。

次に，一粒子の分極率と誘電率の関係を考える。こ

a(w) = ___  =   _____________      　　　e2 

- mw2 - ikw + k
 pw

E 'w

(-mw2pw - ikwpw  + kpw )exp (- iwt)
=e2E 'wexp (-iwt)

p(t)= p wexp (- iwt)

E '(t)=E 'wexp (- iwt)

m ___  +  k ___  +  kp = e2E '(t)
d2p 

dt2
dp
dt

m ___  +  k ___  +  kr = -eE '(t)d2r 

dt2

dr 

dt

図 17-1 分極する物質粒子のモデル　
(a)電場印加前，(b)電場印加後

正電荷（＋e） 

電子雲（－e） 
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