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フラウンホーファー回折は，実質的にフーリエ変換の
形で定式化されることを見てきた。ここでは座標を適当
に正規化（規格化ともいう）して，一般的なフーリエ変
換の公式を使いやすい表式を導く。座標の正規化は，物
理的に新しい内容（法則）を含むものではない。その意
味では，計算の便利のための技巧に過ぎない。しかし，
正規化によって，見かけの異なる現象を統一的に理解し
やすくなることもある。その意味では物理的なものの見

方が一歩進むように感じられると思うし，役に立つこと
も多い。
図 70–1 と図 70–2 の光学系を考える。いずれも開口

の形成された遮光板に波長 l のレーザー光が照射され，
開口内部での光の振幅や位相の変化は緩やかであるとす
る。図 70–1 では小さな開口を通過した光の遠方での強
度分布を考える。また，図 70–2では，焦点距離 f = z2

の集光レンズの焦点面での強度分布を考える。
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70．座標の正規化

図 70–1 微小開口による遠方の回折像
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図 70–2 レンズ開口による焦点位置での回折像
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微小な円形開口を通った平面波が遠方で形成する回折
パターンを，フラウンホーファー回折のモデルで求めて
みよう。前章で紹介したように，レンズで集光した光が
焦点面に形成する回折パターンも同様に扱うことができ
る。図 71–1 に光学系を示す。均一なレーザー光を半径
a の円形開口の形成された遮光板に照射する。開口を通
過した光が十分遠方のスクリーンに作る明暗パターンを
考える。開口中心を原点として光軸の方向を z 軸，遮
光板の開口面内に x1, y1 軸をとる。スクリーンまでの
距離を z2 とし，スクリーン面内の座標は x1, y1 軸とそ
れぞれ平行に x2, y2 軸をとる。
フラウンホーファー回折の表式は，波長を l とする

と，

［第 69 章，式(69–4)参照］と書ける。ただし，フラウ
ンホーファー回折が妥当なモデルであるための条件とし
て，

が満たされているとする［第 69 章，式(69–2)参照］。
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71．円形開口の回折像

図 71–1 開口面の座標(x1, y1)とスクリーン面の座標(x2, y2)
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フラウンホーファー回折の式がフーリエ変換の形にな
ることから，フーリエ変換の公式を活用することで見通
しよく回折像を求められる場合も多い。フーリエ変換は
既に何回か使ってきたが，今後も使うので，よく使う公
式も含めて簡単に紹介する。

周期 2p の関数のフーリエ級数展開

周期 2p を有する，ある程度性質の良い関数はフーリ
エ級数展開（フーリエ展開）できて，

と表すことができる。ここでは複素関数のローラン展開
に基礎を置いて，フーリエ級数展開が可能であることを
説明する。これは，必要以上に性質の良い関数の場合の
説明になるが，現実の電磁場は十分に性質の良い関数と
考えられるので，十分実際的な説明と考えられる。
式(73–1)で，

と置いて，式(73–1)の右辺を z の関数と見ると，

と書ける。これを複素関数のローラン展開の表式と見る
（補足参照）。
変数 x が実軸上を動くとき，式(73–2)で定義される z

は，複素平面の原点を中心とした単位円の円周上を動く。
関数 g(z)がその単位円の円周近傍で正則であれば，そ
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m
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の領域でローラン展開できる。その際の展開係数は，単
位円の円周を積分経路 Cとして，

のように求まる。したがって，式(73–1)のフーリエ展開
係数 am は式(73–4)で定まる。このように，関数 f(x)を
単位円周上の g(z)の値として見ると，フーリエ展開と
ローラン展開が対応する。

周期 Lの関数のフーリエ級数展開

周期 L を有する関数 f(x)のフーリエ展開を考える。
周期が L の関数 f(x)に対して

と置くと，f(Lx'/2p)は x'の関数として周期が 2p であ
る。そこで式(73–1)を適用すれば

と展開することができる。展開係数 am は
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73．フーリエ変換
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（2）積のフーリエ変換
積として表す準備として，開口が周期 p で無限に並

ぶ状況を考える。図 74–5 に示すように，式(74–16)の
関数 u(x1)と無限個の d 関数の並び

とのコンボリューションとして，

と書ける。そこで「コンボリューションのフーリエ変換
は，フーリエ変換の積」の公式を使う。関数 u(x1)の

u x1 u x1 g x1 74 24

g x1
m

d x mp 74 23

フーリエ変換は，式(74–20)の U(x2)である。また，式
(74–23)の周期的デルタ関数列 g∞(x1)のフーリエ変換は，

である［第 73 章，式(73– 3 4)を参照］。したがって，
u∞(x1)のフーリエ変換は，

となる。図 74–6 に関数 U(x2)，G∞(x2)および U∞(x2)の
概形の例を示した。これで準備は整った。
第 2 の方法では，関数 uN (x1)を，有限開口の無限列

の場と，幅 c の窓関数

との積として，
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図 74–4 関数 U(x2)，GN (x2)および UN (x2)の関数形（a = 0.4, N
= 9）
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図 74–5 単一開口の場 u(x1)と無限個の d 関数列の畳込み積分
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図 74–6 関数 U(x2)，G∞(x2)および U∞(x2)の関数形（a = 0.4 p）
d 関数は係数に比例した高さでイメージを示した。
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光ディスク装置では，レーザー光を対物レンズで微小
な光スポットに絞り込んで，光ディスク記録面上の情報
にアクセスする。レーザー光は，情報信号の検出と共に，
焦点誤差信号やトラッキング誤差信号の検出に使われ
る。記録機能のある装置ではこれらに加え，記録や消去
のためのエネルギー供給の機能もレーザー光が担う。
高い記録密度を達成するために，レーザー光は幾何光

学的にはほぼ理想的な光学系で集光される。このような
系の集光点近傍の光の状態は，回折現象として見ること
ができる。本章では周期的に並んだマークに対する再生
信号の計算を紹介する。フーリエ変換の性質を活かすと
効率的に計算できる。光ディスクに限らず，走査光学系
を理解する上でも参考になると思う。
図 75–1 に光ディスクの光学系を模式的に示した。半

導体レーザーを出た光は対物レンズの作用により，光ディ
スク基板を介して記録面に集光される。記録面で反射し
た光は同じ対物レンズを逆向きに進み，ビームスプリッ
ターで光路が分離されて光検出器に導かれる。記録面上
のマークによって光が回折されるので，光検出器に至る
光の強度はディスクの回転に伴って変化する。これが再
生信号である。具体的なマークの構造は，光ディスクの
種類によって異なる。再生専用形ディスクの場合は，射
出成形時にスタンパーによって形成される微小な起伏
で，ピットとも呼ばれる。記録形ディスクの場合は，記
録材料層が光の照射によって局所的に変質した部分であ
る。通常，長寿命化のための保護層や，光学的に信号を
増強するための干渉層を含む多層構造になっている。
再生特性は，対物レンズの開口面(x1, y1)の場と記録
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75．光ディスクの信号再生

図 75–1 光ディスク装置の光学系の模式図
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に比例する。
式(76–15)の 2 乗和の形の因子の形を見ると，2 点

(C(-∞), S(-∞))と(C(p), S(p))の距離の 2 乗と解釈でき
る。そこで，横軸に C(p)，縦軸に S(p)をとり，p を媒
介変数として曲線を作図したものが，図 76–3 である。
この図形はコルニュの螺旋（Cornu spiral），クロソイド
曲線（clothoid curve），オイラーの螺旋（Euler spiral）

などと呼ばれる（補足 2参照）。この曲線の p → -∞ と
した極限の点（-1/2, -1/2）と，p に対応する曲線上の
点を結んだ線分の長さの 2 乗が，その p に対応する座
標値 y2 における強度に比例する。パラメーター p と強
度の関係をあらためてプロットしたものが，図 76–4 で
ある。
なお，式(76–15)から分かるように，

図 76–3 コルニュの螺旋
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図 76–4 ナイフエッジにより回折された光の強度分布
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回折計算でフーリエ変換をする場面は多い。しかし，
解析的にフーリエ変換できる場合ばかりではなく，計算
機で数値的に計算することが多い。フーリエ変換は積分
の形なので，数値積分で求める方法がある。一方，FFT

（高速フーリエ変換： fast Fourier transform）と呼ば
れる高速のアルゴリズムがある。入力データに対する制
約条件があるため，状況によっては FFT の適用が困難
だったり，不適当な場合もある。しかし，適用できる場
合には効率的に計算できるので，広く用いられている。
関数 f(x)のフーリエ変換を

とすると，逆フーリエ変換は

となる［必要なら第 73章，式(73–10), (73–11)参照］。
関数 f(x)としては x の有限区間でのみ 0 でない値を

とるような関数を考え，図 78–1 に示したように，間隔
Δ でサンプルした N 個のサンプル点 x0, x1, …, xN - 1 に
おける f(x)の値 f0, f1, …, fN - 1 で与えられるものとす
る。すなわち，

（n = 0, 1, …, N - 1）で関数 f(x)が代表されるものとす
る。

xn x0 n 78 3

fn f xn 78 4

f x fF x exp 2pixx dx 78 2

F x ff x exp 2pixx dx 78 1

このとき，関数 f(x)のフーリエ変換は，式(78–1)を求
める数値積分として

のように近似できる。
一般に，有限長の信号列 x(n) (n = 0, 1, …, N - 1）に
対して，信号列

（k = 0, 1, …, N - 1）は有限長の DFT（離散フーリエ変
換： discrete Fourier transform）と呼ばれる。FFTは，
DFT を求めるのに際して，式(78–6)の通りに計算する

X k
N 1

n 0
x n exp 2pi

kn
N

78 6

F x
N 1

n 0
fm exp 2pixxn

exp 2pixx0

N 1

n 0
fn exp 2pixn

78 5
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78．高速フーリエ変換

図 78–1 関数 f(x)のサンプル値（N = 8）
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遮光板の背後の強度変動を見やすくするため，強度と画
素値（明度）の関係は図 81–4, 81–5と同じではない。
中心軸上では周囲から回り込む光が同位相で強め合い，
輝点が生ずる。これはポアソンの輝点，あるいはアラゴ
スポットなどと呼ばれる現象である 1)~9)。光の波動説
の成立過程で，歴史的に大きな役割を果たした 1),3)~4)。
図は，通常の実験のスケール（直径数ミリ ~ 十数ミリ）
と比べると非常に小さい円板での計算例だが，円板から
の距離にあまり依存せずに輝点が観測できるなど，ポア
ソンの輝点の特徴はしっかり現れている。

なお，波の重ね合わせの原理（波動方程式の線形性）
の直接の帰結であるが，円形開口のときと円形遮光のと
きの両方の場の振幅を足せば，一様な平面波が伝搬する
状況と同じ場になる。

（余談）
開口内の入射光の場が与えられたときに，遠方での強

度分布を求めることを考えてみる。フラウンホーファー
回折として求める場合，入射光の場に対してフーリエ変
換を施して求める。これに対し，平面波の重畳によって

図 81–4 平面波展開で FFTにより計算した，円形開口による回折像
（l = 20節点，開口半径= 3l，N = 1024，一辺= 151節点）
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図 81–5 平面波展開で FFT により計算した，円形開口による回折像強度分布
（l = 20節点，開口半径= 3l，N = 1024）
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