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ミー散乱の計算に必要な特殊関数について，べき級数，
あるいは有限項のべき級数を含む初等関数などの形式で
紹介した（第 96 章，第 97 章参照）。これらの表式は，
関数の基本的な性質を理解するための重要な基礎であ
る。しかしながら，有効桁数の限られた演算では丸め誤
差の影響が避けられない。べき展開する変数の値が小さ
いときには，計算精度も高い。しかしながら，変数や次
数の値が大きくなると，高次項が大きくなるため，加減
算の過程で，情報落ち（絶対値の大きな数と小さな数の
加減算で，小さな数値が無視される）や，桁落ち（値の
近い数の減算で有効数字が減少する）の影響が大きくな
り，誤差が無視できなくなる。
そこで，より実際的な手法として，漸化式を使った計

算方法を紹介する。まず，q 依存性を表す関数について
本章で紹介し，r 依存性を表す関数については次章で紹
介する。
散乱波の電磁場の各成分（Er, Eq, Ej, Hr, Hq, Hj）は，

それぞれ r, q, j の関数として与えられる［第 99 章，式
(99–36) ~ (99–43)を参照］。これらの内，q 依存性は，
x = cos qとして，ルジャンドルの陪関数 Pl

1(x)およびその
導関数 Pl

1'(x)を使って与えられる（l = 1, 2,…）。以下
ではルジャンドルの陪関数の概形と，計算に便利な漸化
式を紹介する。
まず，l 次のルジャンドルの多項式 Pl(x)は，0 ≤ l を

満たす整数 l に対して，
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1

2l l!
dl

dxl
x2 1

l
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で与えられる［ロドリゲスの公式：第 9 6 章の式
(96–36)］。右辺を二項定理で展開して項別微分すれば，
べき展開の表式が得られ，

となる。ただし，微分前の次数 2k が微分回数 l より小
さい項は，l 回の微分によって 0 になる。したがって，
k についての和をとる範囲は，

とする。ここで，ガウス記号[x]は x を超えない最大の
整数を表すものとする。
ルジャンドル陪関数 Pl

m(x)は，0 ≤ m ≤ l を満たす整
数 m に対して，

で与えられる［第 96章，式(96–37)参照］。先と同様に，
二項定理で展開して項別微分すれば，べき展開の表式
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100．ルジャンドル陪関数の計算
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さらに入射光が非偏光（自然光）の場合の q 方向の散
乱強度は，I(q, j)の j に関する平均をとれば求まり，

となる。すなわち，I1 と I2 の相加平均となる。
式(102–26)~(102–29)に従って I1(q)と I2(q)を I0 で正

規化した散乱光の分布の計算例を図 102–4に示す。
球が波長に比べて十分小さい場合，ミー散乱は，レイ

リー散乱に近づく（補足を参照）。レイリー散乱に近い
状況の計算例を図 102–5 に示す。標的である球が，小
さいながらも大きさを持った影響で，球の前部と後部の
分極の振動にわずかな位相差が生じる。これが，後方に
散乱する光に対しては弱め合う作用を持つ。ミー散乱の
特徴として，前方散乱が大きく後方散乱が小さいと言わ
れるが，既にその兆候が表れている。
ミー散乱は，雲や霧などの気象分野，煙や塵埃などの

環境分野，生体組織などの生命分野，あるいは照明等で
用いられる光拡散用の部材分野など，種々の分野で幅広
く使われている。近年はフォトニックナノジェット2)な
どの現象も注目され，多くの話題にかかわる分野である。
ミー散乱の fortran77 プログラム例を図 102–6 に示

す。計算が良好に収束して妥当な結果が得られるか否か
は，標的球の大きさや球内外の屈折率，計算機の内部表
現の有効桁数などに依存する。球の屈折率や半径の条件

I q
1
2pf

2p

0
I q, j dj

I1 q I2 q

2
102 29

が計算例と大きく異なる場合には，このプログラムでは
必ずしも妥当な計算結果が得られない場合もある。あく
までも処理の流れの例として参考にされたい。
本章の本文の説明やプログラムでは，関数 z l

(1 )(z),
yl(z)やその導関数を計算するために，第 101 章で示し
た漸化式をそのまま用い，添え字の小さなものから大き
なものを順に求める方法を用いた。しかしこの方法では，

図 102–4 ミー散乱の計算例（I1：電場//観測面，I2：電場 ¢ 観測面） l0 = 0.6328 mm, 
n1 = 1（空気），n2 = 1.33（水），d = 2a = 20 mm （q1 = 2pn1a/l0 = 99.292）
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図 102–5 ミー散乱とレイリー散乱の比較例（I1：電場//観測面，
I2：電場 ¢ 観測面） l0 = 0.6328 mm, n1 = 1（空気），
n2 = 1.33（水），d = 2a = 0.2 mm（q1 = 2pn1a/l0 =
0.99292）
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前章で，ミー散乱の計算例を紹介した。そこでは，関
数 zl

(1)(z), yl(z)やその導関数を計算するために，漸化式
を使って添え字の小さなものから大きなものを順に求め
る方法を使った。これは基本的な手法であるが，標的球
の屈折率の虚部が大きく，標的球が大きい場合には，収
束性がよくなかった。本章ではその代表的な対策として，
対数微分を用いて添え字の大きなものから小さなものを
順に求める方法を紹介する。ただし，こちらの方が手法
として常に優れている訳ではなく，標的球の屈折率の虚
部が小さい場合には収束性がよくない。そのような領域
では，前章で紹介した手法の方が収束性のよい場合もあ
る。
数値計算の収束性の改善は，初学者が波動光学を学ぶ

上で欠かせない基礎という訳ではない。しかしミー散乱
は，近年多くの分野で関心を持たれている。環境，医用，
バイオなどへの応用や，プラズモン，近接場光学現象，
光拡散用部材の設計など，多くの分野で用いられ，期待
されている。こうしたミー散乱の応用に興味のある読者
には，数値計算の可否にかかわる基本的な収束性は重大
な関心事であろう。以下で示す手法は，最先端の収束性
を目指すものではなく，金属球等に対しては必須に近い
基本的な計算技術であり，漸化式の使い方としても興味
深く，さらなる収束性向上の基礎にもなるものである。
ミー散乱の数式表現の中で用いられる係数 eBl, 

mBl は
l = 1, 2, 3, …に対して，

で与えられる［第 102章の式(102–9), (102–10)参照］。
ただし，

と置いた。ここで，標的球の半径を a，標的外部の透明
媒質の屈折率（実数）を n1，標的球の屈折率を n2，真
空中の波長を l0 とした。
前章の計算では，関数 zl

(1)(z)と yl(z)については，漸
化式

［第 101章の式(101–19), (101–21)］，および初期条件
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103．ミー散乱の計算の収束性
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主虹の色が，対日点を中心にして外側が赤，内側が青
になることが分かる。同様に，副虹は外側が青，内側が
赤となることも分かる。また，赤は他の色があまり混じ
らないために鮮やかであるのに対し，青のピークには赤
い光も混じるため，やや白んだ色調になることも理解で
きる。
以上の計算に用いたパラメーターを表 105–1 に示す。

気温は 15度を仮定した。
このように，種々の波長に対して，散乱光の角度分布

を計算できる。これを，視点を変えて散乱角ごとに見れ
ば，分光反射率と見なすことができ，物体色として虹の
色を算出することが可能である。先に示した例と同様に，
光源色としては D55を用いて計算した4)。
図 105–14 に輝度分布の角度依存性をプロットした。

水滴の幾何学的な断面積で正規化して，角度依存性を相
対値で示した。水滴が小さいとき，干渉効果による増減
が目立ち，明るさのピークは角度幅が広くなる。逆に水
滴が大きくなると，明るさのピークは角度幅が狭く急峻
になり，幾何光学的な特性に近づく。

図 105–15，図 105–16に，水滴の直径が 0.5 mm お
よび 4 mm のときの角度ごとの色度の計算値を示す
（XYZ 表色系における色度座標 x, y による色度図）。
図 105–15 と図 105–16 から分かるように，q が小さ

い領域では赤から黄色にかけての純色に近い色を示すが，
q が大きくなると純色から離れ，白んだ色調になる。ま
た，水滴の大きさによって虹の色合いは微妙に変化する。
本章はミー散乱の応用例として虹の説明を試みた。話

を簡単にするため，入射光は平行光と仮定したが，実際
は太陽の視半径に相当する角度分布があり，その影響は
無視できない。また，手近に数値のある D55 で太陽光
のスペクトルを近似したが，実際の太陽の色は地理的条
件や気象条件，時間帯などに依存する。水滴の粒径分布
も考慮しなければならないし，そもそも粒子が球体と仮
定したことも大きな近似と思われる。背景となる空の色
や，多重散乱，手前にある空気中での散乱などの影響因
子も考えられる。虹はよく見れば複雑な現象である。
虹を見たときに，原理を理解したと思って眺める一層

の味わい深さは，理系科目を学んだ者の特権の一つだと
思う。しかし，理解し尽くせない偶然の要素が畳み込ま
れた色との稀有な出会いであるという側面も含めて味わ
いたい風景である。

波長 nm
水滴直径 1000 µm

パラメーター　記号　　値　　　　　　　　　単位　 参考文献

外部屈折率
（空気）
球部屈折率
（水）

l
d =2a

n1

n2

1.0002805 (450 nm)
1.0002763 (650 nm)

1.3400227 (450 nm)
1.3320678 (650 nm)

3)

1, 2)

650（赤）,  450（青）

表 105–1 計算に用いたパラメーター

図 105–14 虹の輝度の計算値
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図 105–15 虹の色度の計算値（水滴の直径= 0.5 mm）
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