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59．スカラー波の回折と平面波展開

1

回折は，光が遮
しゃ

蔽
へい

物に当たった

ときに，その背後の領域に波とし

て回り込む現象である。少なくと

も典型的にはそのような現象であ

る。しかし，もう少し広い範囲の

現象が回折と呼ばれる。図 59–1

に典型的な回折のスキームを示し

た。図中，(a)のような遮光板の微

小開口による回折のほか，(b)のよ

うなエッジによる回折，あるいは

(c)のように周期的に振幅変調を受

けることによる回折もある。また，

遮蔽物はなくても，(d)のように屈

折率が周期的に空間変調される回

折格子による回折もある。また，

(e)のように空間的に周期的な変調

がある場合は，ブラッグ回折と呼

ばれる現象が生じる。変調は，必

ずしも周期的である必要はない。屈折率が急変している

と回折が生じる。特に(f)のように，直進する入射光が微

小物体によって乱されるスキームは散乱と呼ばれるが，

これも回折の一種として扱われることがある。以上は透

過する波について紹介したが，反射光に対してもそれぞ

れ同様の現象が生じ得る。これらの伝搬現象はいずれも

幾何光学的に説明するのは困難であり，その意味におい

て波動に特徴的なものである。

回折も電磁場の現象の一つであり，マクスウェル方程

式に基礎を置いて扱うことができる。以下にそれを紹介

する。

媒質が一様等方で非磁性の場合について，光の場の時

間発展が exp (-iwt)で記述される場を考える。このと
きマクスウェル方程式は

(59–3)div E = 0

(59–2)rot E = iwm0 H

(59–1)rot H = -iwe E

 (a) 微小開口による回折 (b) エッジによる回折 (c) 振幅変調型
     回折格子による回折

(d) 位相変調型
     回折格子による回折

(e) 体積格子による
     ブラッグ回折

(f) 微小物体による
      回折（散乱）

図 59–1 典型的な回折現象
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電磁場の各成分は，スカラー場としてヘルムホルツ方
程式

を満たす。ただし，k は角周波数 w，誘電率 e，透磁率
m を用いて，

のように与えられる。
これまで，この偏微分方程式の解として，主に平面波

を扱ってきた。式(62–3)では，座標(x, y, z)の代わりに
（x + x′, y + y′, z + z′）を代入しても，関数値には絶対
値が 1 の定数因子が掛かるだけで，実質的には同じ解
になる。つまり，式(62–3)は空間の一様性（物理法則が
位置に依存しないという対称性）が直接反映された形の
解である。
一方，空間の等方性（物理法則が方向に依存しないと
いう対称性）が反映された形の解も，光の挙動を理解す
る上で重要である。前章で見たように，球座標を使うと，
式(62–1)と同じ内容の法則（方程式）が，

と表される［必要なら第 61章，式(61–41)参照］。

等方性が直接反映された形の解として，関数 v が q,

j に依存せず，r のみの関数となるものを考える。この
ような v は，q あるいは j で微分すると 0 になる。し
たがって，式(62–4)は

となる。これを解くのに，

と置いて，関数 g の満たす微分方程式を求めてみよう。
式(62–6)を rで微分すると，

となる。ここで，関数 g は r のみの関数なので，微分
記号は d を用いた。式(62–6)～(62–8)を式(62–5)に代入
すると，

となり，これを整理すると

となる。したがって，式(62–10)の独立な解として

60

62．球面波とワイルの表現
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となる。あるいは，同じことだが，

のように書くこともできる。ただし，式(62–39), (62–47)
より，kz は kx, ky の関数で，

と定義した。
式(62–49)で，rの代わりに r - r′を代入すると，

となり，点 r ′ にあるポイントソースから周囲に広がる
波を示す式になる。
式(62–51)で，

によって，ノルムが 1のベクトル s = (sx, sy, sz)を定義
し，sx, sy についての積分に変換すると，

という表式にもなる。ここで，

と定義される。念のため繰り返すが，これらの表式は式
(62–14)に基づく式であるから，成立範囲は 0<zである。
式(62–51), (62–53)は，球面波を平面波の重畳で表し
た基本的な関係式で H. Weyl によって導かれたことか
ら球面波のワイルの表現（Weyl representation of

spherical wave）と呼ばれる1)。米国の大学のウェブサ
イトで見かけた学部学生向けの光学入門の講義 2) の資料
でも紹介されていたくらいで，有名かつ基本的である。
光の散乱や回折，ホログラムなどの理論の基礎として使
われる。

参考文献
1) Born and Wolf: Principles of Optics, 7th ed. Section 13.2.1,

Equation (2), Cambridge Univ. Press (1999)
Section 13は，7th ed.で新たに加わった。6th ed.の Section
13, 14は，7th ed.ではそれぞれ Section 14, 15になっている。

2) http://galileo.phys.virginia.edu/classes/531.cas8m.fall05/l1.pdf
(p. 19)
(http://galileo.phys.virginia.edu/classes/531.cas8m.fall05/)

Hermann Klaus Hugo Weyl
1 8 8 5 年 1 1 月 9 日ドイツの
Elmshorn（Hamburg の北西約
30 km）に生まれ，1955年 12月
8 日スイスの Zürich に没す。ドイ
ツ生まれの数学者。父親は銀行家。
少年の頃から数学の才を示した。
1904 年ミュンヘン大に入学し，
Univ. of Göttingenに進んで David
Hilbertのもとで学んだ。1908年，
積分方程式に関する研究で学位を
取得し，1913 年まで員外講師と

して働いた。哲学教授の Edmund Husserlの影響を受け，彼の教え
子の Helene Josephと結婚し，二人の息子を儲けた。1913年から
1930年まで ETH Zürich（スイス連邦工科大学チューリッヒ校）で
数学教授を務めた。最初の年は Einsteinも居て強く影響を受けた。
1921 年に Schröinger が理論物理の教授となり親しくなった。
Hilbertの後任として Univ. of Göttingenの数学教授を 1930年か
ら 1933年まで務めた。ナチの勢力拡大のため，1933年に米国の
プリンストン高等研究所へ渡り，退職する 1952 年まで在籍した。
日本初のフィールズ賞受賞者，小平邦彦は Weyl によってプリン
ストン高等研究所に招聘

へい

された。

肖像: http://owpdb.mfo.de/detail?photoID=4499,
Copyright: MFO (Attribution-Share Alike 2.0 Germany):

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/deed.en
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第 59，60 章で紹介したように，スカラー波動場
f(x, y, z)が前向き平面波の重ね合わせとして表せる場
合，境界条件として与えられる場 f(x, y, 0)の逆フーリ
エ変換で各平面波の振幅を求め，それを用いて f(x, y, z)
を求めることができた。また，その表式に近似を施して，
フレネル回折やフラウンホーファー回折の表式を導くこ
とができた。
しかし，場が前向きの平面波だけの重ね合わせとして
表せるという，強い条件が前提であったり，境界条件を
与える面が平面に限定されるなどの制約があった。これ
に対して，より一般的な状況を想定し，グリーンの定理
に基づいて回折を扱うモデルがある。これについて，順
を追って紹介する。境界条件を曲面上で与えることも想
定されており，系に応じて柔軟に適用しやすい。また，
回折公式などが，どのような仮定や近似のもとに導かれ
るのかが理解しやすい。本章では，その基礎となるグリー
ンの定理を導く。
まず，図 64–1 のような 3 次元の領域に対するガウス
の定理

を思い出そう［必要があれば第 9 章の式(9–10)参照］。
ここで，E(x, y, z)は電場であったが，式(64–1)自体は微
分可能な任意のベクトル場に対して成立する。式(64–1)

の右辺は，

というスカラー量を，領域 V の全体積にわたって積分
した値を表す。また，左辺は，電場 E と表面の微小面
要素を表すベクトル dS との内積を，領域の全表面にわ
たって積分した値である。微小面要素を表すベクトル
dS は，微小面要素の面積 dS と，その面要素の外向き
法線方向を向いた単位ベクトル n の積として定義され
る。式(64–1)の左辺は，

と書くこともできる。ただし，En は E と n の内積で，
Eの法線方向成分を表す。
ここで，E として，電場の意味を離れ，任意の微分可
能なスカラー場 f(x, y, z)と y(x, y, z)から導かれるベク
トル場
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64．グリーンの定理

図 64–1 積分区間とする領域と表面の微小要素

dS

n

E

dS = n dS

表面：Σ
体積：V
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たら，そこにできていた場」として与えられるものとす
る。式(66–1)の積分領域 Í を，A, B, Cの 3つの領域に
分ける。領域 Aは開口部，領域 Bはスクリーンの裏面，
領域 Cは半径 Rの球面である。
ここで，各領域でどのように f と ∂f/∂n を与えるか
が問題である。通常，領域 Aにおいては，

とし，領域 Bにおいては，

であるとする。これはキルヒホッフの境界条件と呼ばれ
る。
厳密に考えれば，開口部の電磁場はスクリーンや開口
の影響を受けてわずかに変化する。また，スクリーンの
裏側にも微弱な光が回り込む。ただ，直観的には，これ
らの影響が点 P の場に寄与する割合は非常に小さいと
推測される。そこで，式(66–1)の積分を計算する際に近
似手法としてそのような寄与を無視するというのが式
(66–3)~ (66–6)の意味である。回折で生じる光の場がこ
れらの式を厳密に満足することを主張するものではな
く，実際，厳密には成り立たない。
領域 C においては，ゾンマーフェルトの放射条件と
呼ばれる境界条件

を仮定する。この条件は，遠方で関数 f が少なくとも
外向き球面波と同等かそれ以上に早く減衰すれば満足さ
れる。また，式(66–7)が成立するとき，外向き波は存在
しても，内向き波は存在しないことになる1)。領域 C で
は，法線方向 n は r と一致する。この条件を使うと，
式(66–1)右辺の表面積分の内，領域 Cに対する積分は，

となる。ただし，d„ は微小面積 dS を見込む微小立体
角とする。また，領域 Bでは被積分関数が 0なので，

となる。したがって，境界面∑に対する面積分は，領域
Aのみの積分となり，

となる。
なお，

が成り立つ。ここで，n = (nx, ny, nz)は外向き法線方向
の単位ベクトルで，q は図 66–5 に示すように，n と
r - rpのなす角とする。式(66–11)を使うと，

図 66–4 積分定理の適用領域

n A

B

B

開口

P

R

r

C

in

∑

f

q
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このように，式(69–2)の条件が満たされるとき，式
(69–4)あるいは式(69–6)が成り立つ。これらの式で表さ
れる回折はフラウンホーファー回折と呼ばれる。積分の
部分が実質的に関数 fin(x1, y1)のフーリエ変換なのが特
徴的で，数学的な性質の見通しがよい。
式(69–2)の条件は，（ と書

けることからも分かるように）開口から十分遠方という
イメージだが，レンズで集束した光の集光点近傍の場も
上述のフラウンホーファー回折の式と類似の式で表され
る。高解像度の結像光学系の特性を考えるときなどに有
用なので，そのことを見ておこう。図 69–2 に示したよ
うに，面∑0 に右向きに進行する平面波が，レンズによ
って，焦点 O に集束する球面波に変換されるものとす
る。矢印の折れ線は光線を示すが，波面の法線方向に相
当する。
図 69–2 のように，光軸から距離 h でレンズに入射

した光線が，焦点 O に入射する角度を q とする。この
とき，焦点距離と呼ばれるある定数 f があって，h の
値によらず，

となるようにレンズが設計されているものとする。式
(69–7)の関係は正弦条件と呼ばれる。多くの結像用レン
ズは，正弦条件が精度よく成立するように設計される。
正弦条件は良好な結像特性を実現するための条件である

が，ここではその詳細には立ち入らず，式(69–7)が成立
するものとして，集光点近傍の場について考察する。
図 69–2 において，点 P1 に入射した光は，点 P2 と点

P3 で屈折した後，点 O に向かう。このとき，式(69–7)
が成り立つので，あたかも半径 f の球面∑1 上の点 P4

から直接，空気中を飛来したかのような光が，点 O に
到達する。点 P4 から（仮想的に）射出される光の，点
P4 における振幅は，入射光の点 P1 における振幅で決ま
る。また，点 P4 と P1 で光の位相は等しいとする。し
たがって，面∑0 に平面波が入射すると面∑1 は等位相面
になり，射出光は球面波となって点 Oに向かう。
光軸と面∑1 の交点から光軸方向に z 軸をとり，z 軸

に垂直に x 軸，y 軸をとる。面∑0 を座標(x, y)で通過し
た光線は，面∑1 でも同じ(x, y)座標の点 P4 を発する光
となる。
図 69–3 に，このレンズの回折モデルにかかわる面を示

す。面∑1 上の光の場が f1(x1, y1)で与えられたときの，
焦点近傍の面∑2 上の場 f2(x2, y2)を求める。面∑1 上の
現実の光は電場 E(x1, y1)と磁場 H(x1, y1)で構成され
るベクトル場である。これらが一様等方空間を伝搬す
るものと考えるので，電磁場の各方向成分 Ex, Ey, Ez と
Hx, Hy, Hz はいずれもヘルムホルツ方程式を満たす。し
たがって，どの成分もスカラー場の回折理論に従う（必
要なら第 59 章を参照）。以下では，スカラー場 f はこ
れら 6つの成分の内の任意の一つを表すものとする。
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図 69–2 レンズによる光の集束

 

 

 

図 69–3 集光レンズにかかわる回折モデル
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