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一様な球状物体による平面波の散乱をマクスウェル方
程式で扱ったモデルがミー散乱である。雲や霧や煙，あ
るいは微粒子の分散した溶液など，幅広い対象に適用さ
れる。ミー散乱の理論には，球面調和関数や球ベッセル
関数などの特殊関数が登場するが，必要な範囲の数式を
導きながらゆっくり見ていくことにする。本章ではまず，
マクスウェル方程式を球座標で記述してみる。
ミー散乱のモデルを図 93–1 に示す。屈折率 n1 の透

明な媒質中に，複素屈折率 n2 の媒質で形成された半径
a の球形の物体があるとする。どちらの媒質も等方的で
一様な非磁性の媒質であるとする。球の中心に座標原点
を置く。入射光は単色で，x 軸方向に電場が振動し，z
軸方向に進行する直線偏光の一様な平面波とする。場の
時間発展は位相因子 exp(- iwt) で表すものとする。
与えられた入射平面波の場に対して，球面で境界条件

を満たすように，散乱波，球内部の波を求めることが必
要である。そこで，場の方程式や入射波を見通しよく表
すため，球座標を用いることにする。
球座標（r, q, j）と直交座標（x, y, z）は，

で関係づけられる。また，ベクトルを表現するための基
底ベクトルは，ex, ey, ez の代わりに，

を使う。図 93–2にこれらの関係を示す。
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93．球座標でのマクスウェル方程式

図 93–1 ミー散乱のモデルと座標系
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図 93–2 球座標の基底ベクトルと微小体積要素
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時間発展が位相因子 exp(-iwt) で表される電磁場の
マクスウェル方程式を球座標（球座標 r, q, f と直交座
標 x, y, z 座標の関係を図 94–1に示す）で表示すると，
前章で見たように，
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となる。
これらは，Er, Eq, Ej, Hr, Hq, Hj の 6つの関数の連

立微分方程式であり，それぞれが相互に絡まり合って複
雑な関係になっている。しかし，以下で見るように，付
加条件として Hr = 0を満たす解（TM波）と，Er = 0を
満たす解（TE 波）とが存在する。そして，それらの和
として必要な解を表すことができる。こうした付加条件
を課して解を求めることができるため，解を見通しよく
求めることができる1)。
まず TM波（ transverse magnetic waveあるいは

electric wave），すなわち

の場合を考える。
このときのマクスウェル方程式を改めて並べて書く

と，
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94．デバイポテンシャル
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図 94–1 球座標
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ミー散乱（一様媒質の球による平面波の散乱）を扱う
ことなどを想定して，マクスウェル方程式を球座標で記
述したところ，デバイポテンシャル ∏ に対するヘルム
ホルツ方程式

が導かれた［必要なら第 94 章の式(94–54)，あるいは
第 95 章の式(95–58)を参照］。式(96–1)は，ラプラシアン
（§2）を使うと§2∏ + k2∏ = 0 と書くこともできる。この
方程式の解を変数分離法で求めるために，3 つの関数の
積の形の解

を仮定すると，各関数 R, Θ, F は，定数 a, b で関係づ
けられた 3つの常微分方程式

を解く問題に帰着した［必要なら第 94 章，式(94–62)~
(94–64)を参照］。導かれる解はラプラス演算子（§2）の
固有関数であり，漏れなく求めれば直交完全基底を構成

d2 rR
dr2

k2
a

r2
rR 0 96 3

1
sin q

d
dq

sin q
d
dq

a
b

sin2 q
0 96 4

d2F

dj2
bF 0 96 5

r, q, j R r q F j 96 2∏

1
r

2 r
r2

1
r2 sin q q

sin q
q

1
r2 sin2 q

2

j2
k2 0 96 1

∏ ∏

∏
∏

する。すなわち，任意の解は式(96–2)の形の解の線形結
合として表せる。本章では，関数 F と Θ を求め，次章
で関数 R を求める。
まず，式(96–5)を解くと，a, b を任意定数とする一般

解

が得られる。関数 ∏ が空間座標の 1 価関数である必要
性から，関数 F に周期条件

を課すると，b は整数 m を使って

と表せることが必要であることが分かる。そこで，0 ≤ m
として，式(96–5)の解を，

と表す。式(96–9)は，b = 0の場合も含む［式(96–6)の
b = 0の式に周期条件を課すと b = 0となり，m = 0の
場合がこれに対応する］。なお，F(j)= exp(imj)として
負の m を考える流儀もあり，場の角運動量に注目する
ような問題ではその方が便利な場合が多い。
次に Θ が満たすべき方程式を求めるため，式(96–8)

を式(96–4)に代入すると，
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のように表されるものとする［第 93章，式(93–55), (93–56)
参照］。ただし，右肩の添え字(i)は入射光の場，(s)は散
乱光の場，(w)は球内部の光の場をそれぞれ表すものと
する。これらの場を導くデバイポテンシャルを，それぞ
れの領域で式(98–2)の形で表し，媒質境界面（半径 a
の球面）で電磁場の境界面内方向成分が連続になるよう
に，未知定数 am, bm および cl, dl を定めれば，全体の解
が求まる。基本的にはそのような方針で導出を進める。
まず，入射光の場について，未知定数を求める。入射

光の電場は，

で表されるものとする。このとき，電場の r 成分と磁
場の r 成分は，

で与えられる［第 93 章，式(93–49), (93–52)参照］。電
磁場の q, j 成分もあるが，未知定数を求めるためには
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r 成分だけで十分なので，これらを使うことにする。
入射光のデバイポテンシャルを e∏(i), m∏(i)とすると，

電場と磁場の r 成分はそれぞれ

で与えられる［第 94章，式(94–46), (94–49)参照］。
関数 e∏(i)を導くには，式(98–10)の左辺に式(98–8)を

代入して，

とする。この両辺を式(98–2)のような基本系で展開した
形に変形し，未知定数 am, bm および cl, dl を定めれば
e∏(i)が求まる。
まず，左辺を基本系で展開する。左辺の j 依存性は

cosj の因子だけだから，am, bm の内で a1 以外は 0 で
ある。一般性を失わずに a1 = 1とする。また，原点が
特異点にならないことから，dl はすべての l について 0

である。したがって，式(98–12)の左辺は，

という形に展開できるはずである。
ここで，このような形に展開するため，バウアーの公

式（Bauer’s formula, Bauer formula）1)~4)

（補足 1または 2を参照）を用いる。
式(98–14)を式(98–13)の左辺の形に近づけるため，両

辺を q で微分する。その準備のために，Pl(x)の導関数
を求めておく。ルジャンドルの陪関数の表式5)
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図 98–1 ミー散乱のモデルと座標系
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が満足されればよく，磁場については，式(99 – 5 ) ,
(99–6)から分かるように，r = a において，

が満足されればよい。これらに式(99–12)~(99–17)の表
式を代入すると，係数 eAl,

mAl,
eBl,

mBl を決めるための
式が得られる。
まず，e∏ にかかわる式(99–12), (99–14), (99–16)を式

(99–18), (99–21)に代入すると，各 l に対応する項の係
数が等しくなる必要があることから，

（l = 1, 2, 3, …）が得られる。
また，m∏ にかかわる式(99–13), (99–15), (99–17)を
式(99–20), (99–19)に代入すると，各 l に対して，

（l = 1, 2, 3, …）が得られる。数式を見やすくするため
に，関数
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を定義して使うと，式(99–22)~(99–25)から

が得られる。ただし，k/n1 = k2/n2 などの関係を使って
変形した。
散乱問題において，通常の興味の対象は散乱波である。
すなわち，式(99–28), (99–29)から eAl を消去して eBl

を求め，式(99–30), (99–31)から mAl を消去して mBl を
求めればよい。数式は煩雑に見えるが，中学生が習う 2

元 1 次連立方程式と同じで，容易に求められる。すな
わち，式(99– 2 8)に n 2 y l(k 2 a)を乗じ，式(99– 2 9)に
yl'(k2a)を乗じて辺々引くと eAl を消去できて，

が得られる。また，式(99–30), (99–31)から同様に

が得られる。これで係数 eBl と mBl が求まったので，散
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